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In  der Theorie des Jacobsonschen Radikales eines (assoziativen) Ringes spielen 
die m cdularen  maximalen Rechtsideale und die quasimodularen maximalen Rechts ­
ideale eine wichtige Rolle. D as Jacobsonsche Radikal eines Ringes stimmt näm lich 
sowohl mit dem Durchschnitt aller modularen maximalen Rechtsideale als auch 
mit dem Durchschnitt aller quasimodularen maximalen Rechtsideale des Ringes 
überein (vgl. J23 OÁ^ ON  [1, Theorem 1.6. 1 (1)], K/ —» 3^ z  [2, Satz 5.24 (g)]).
Bekanntlich wird ein Rechtsideal R eines Ringes A m odular (bzw. quasimodular) 
in A g erann t, wenn es ein Element a£A  m it x — ax£R  für jedes x£A  g ib t (bzw. 
R :AQ R  gilt, wobei R: A =[y; y£A , A y^R ]  ist). Offenbar ist jedes modulare 
Rechtsideal auch quasim cdular im Ring. Das Problem 3 des Buches [2] von K / —» é ^ z  
lösend ha t Verfasser [6] die Existenz eines Ringes mit einem quasimodularen 
maximalen, aber nicht m odulaien Rechtsideal gezeigt.1 Es soll bemerkt werden, 
daß  nach J23 ä Á^ ä =  [1, Proposition 3. 6. 1 (2)] der Durchschnitt von endlich vielen 
modularen maximalen Rechtsidealen in einem Ring stets m odular ist. M it ähnlichen 
M ethoden, wie J23 ä Á^ ä=  [1] gezeigt hat, h a t K / —» é ^ z  [2, Satz 5. 2] bewiesen, daß 
der Durchschnitt R1f)R 2 zweier modularer Rechtsideale R x und R2 des Ringes 
A ebenfalls modular ist, wenn die Bedingung R1+R2= A gilt. Diese Tatsachen 
sind bekanntlich für einen eleganten Beweis des Wedderburn—Artinschen Satzes 
über die S truktur der Ringe ohne von Null verschiedenes (Jacobsonsches) Radikal 
und m it M inimalbedingung für Rechtsideale wichtig.
Bezüglich des Durchschnittes der modularen  maximalen Rechtsideale lautet 
das Problem  2 des Buches [2] von A. K / —» é ^ z  folgendermaßen:
Ist der Durchschnitt zweier modularer Rechtsideale eines Ringes stets m odular?
Dieses Problem war für die A lgebraiker auch früher bekannt, aber es wurde 
im D ruck  erst von K / —» é ^ z  [2] aufgeworfen.
D as Ziel dieser A rbeit ist nun zweifach: Einerseits geben wir einige Beispiele 
der Ringe an, in denen der Durchschnitt zweier modularer Rechtsideale nicht 
m odular ist (Satz 1), und somit zeigt diese Lösung, daß die A ntw ort für das Problem  2 
des Buches [2] von K / —» é ^ z  im allgemeinen »nein« ist. Andererseits betrachten
1 N ennt m an ein Ideal P  eines Ringes prim itiv (bzw. quasiprimitiv) im Ring A, w enn es ein 
modulares (quasimodulares) maximales Rechtsideal R  von A mit P — R :A  gibt, so stimm t das 
Jacobsonsche Radikal nach Jacobson [1] (bzw. Verfasser [7]) mit dem Durchschnitt aller primitiven  
(bzw. quasiprimitiven) Ideale überein. Offenbar ist jedes primitive Ideal quasiprimitiv, und umge­
kehrt ist auch jedes quasiprimitive Ideal nach 
	
T ± т Я 5 ± _ 1  [5] und Verfasser [8] primitiv. In [8] gibt es 
eine Verschärfung des Resultates von  [5]. Weiterhin stimmt das Jacobsonsche Radikal nach K ± 8 T é F ~  
[3] mit <Pr(A):A  überein, wobei Ф, (A ) den Durchschnitt aller maximalen Rechtsideale des R inges A 
bezeichnet.
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w ir einige, stärkere, hinreichende Bedingungen fü r einen R ing, die eine positive 
A ntwort des P roblem s 2 von [2] in  speziellen R ingen garantieren (Satz 3).
Die Lösung des Problems 2 des Buches [2] liefert2 der folgende
S2» z  1. Es gibt für jede endliche Mächtigkeit 2m" ( m S 2 ,« ä 2 )  einen Ring 
A mit 2A=0 und mit 2m n Elementen derart, daß der Ring m solche modulare Rechts­
ideale hat, aus denen der Durchschnitt beliebiger zweier modularer Rechtsideale 
nicht modular in A ist. Weiterhin gibt es für jede unendliche Mächtigkeit Xa einen 
Ring A mit 2A=0 und mit Elementen derart, daß der Ring solche modulare 
Rechtsideale hat, aus denen der Durchschnitt beliebiger zweier modularer Rechtsideale 
nicht modular in A ist.
B / w / í ^ . Es seien K2 der P rim körper mit zwei Elementen und  A die über K2 
du rch  die Elemente ta erzeugte A lgebra mit der M ultiplikation
, k ß  _  t kp  . , k ß , . k *  + kß  
t<x tß —  tx +tß + t a
Is t die M ächtigkeit der Menge der verschiedenen Symbole ta eine endliche Zahl 
m S 2 ,  so gelte / "+1 =  tj für jedes trj mit einer festgewählten Zahl n S 2. Ist aber 
die Mächtigkeit der Menge der verschiedenen Symbole tx eine unendliche M ächtig ­
ke it so dürfen entweder tx + 1 =  tj  für jedes tx m it einer festgewählten Zahl n ä 2  
gelten, oder alle Potenzen von tx fü r jedes tx voneinander verschieden sein. D ann  
is t die M ultiplikation in  A wegen x  +  x = 0  für jedes x£A  und  wegen
t kA t f t ? y)  =  tkA t ß y+ t y y+ t ß ß+ky) =  t ky - f  t ?  +  t kA k' +  t kf  +  t kf  +  £+*>  +
I  +fcy I +  k y  I  . k x + k ß + k y    , k y  - , k y  - , k ß  + k y  .  . k y  .  . k y  .  , k ß  + k y  .  . k y  , . k y  .T“ ia ~rtß i - ia — *a ~rty + t a ~T tß ~T ty ~T tß T i a T ly T
,  f k x  + k ß + k y    s . k ß  , f kß . . k x  +  k ß ^ . k y  _ _  , . k x f k ß ^ . k y
- r t x  —  ( t a  ■ +* t ß - h  t a ) T y —  ( t a  tß  ) t y
offenbar assoziativ, und es gilt (tx +  tß)2 — 0 fü r jedes tx, tß. Weiterhin hat jedes 
Element des Ringes die Gestalt
Z f i i Q  =  2  2  a i j t i ,
> = i  ; =  l  j =  l
wobei f{ txj) Polynome in tXi, m it konstantem  G lied 0 sind. Es gilt dabei dann  
und  nur dann f { tx)  = fj( t )  fűi tXi A  tXj, wenn f ( t Xi) = / / f a ) = 0 ist. Wegen x  +  x  =  0 
fü r  jedes x  € A e rhä lt man (1 — x)A — (1 +  x)A für das modulare Rechtsideal (1 — x)A =  
= [y—xy;y£A]. Wegen (1 +  t j t ß = (1  + tjtx fü r  jedes tß ergib t sich, daß das 
modulare Rechtsideal (1 — tx)A genau  aus den Polynomen der G estalt ( l+ ta) f ( t a) 
besteht, wobei das konstante G lied  von f ( t j  verschwindet. H iernach erhält m an 
nach  der vorigen Bemerkung gewiß
fü r tXlA f
(1 — tx,)A П (1 -  tXj)A = 0
2 Bezüglich der Resultate in Zusammenhang mit den Problemen 1 und  3 des Buches [2] von  
K / —» é ^ z  siehe die Arbeiten [6] und [9] des Verfassers.
Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae zo, 1969
DURCHSCHNITT ZWEIER MODULARER RECHTSIDEALE IN EINEM RING 2 1 3
Dieser D urchschnitt, da er gleich Null ist, ist aber dann und nur dann modular 
im R ing A, wenn A ein Linkseinselement hat. W ir werden aus der Voraussetzung, 
daß  der Ring A ein Linkseinselement hat, einen W iderspruch ableiten.
H a t nämlich der Ring A ein Linkseinselement e, so besitzt e eine Gestalt
e =  2  2  ai j t i ■
i= l j= 1
Wegen etXm =  t„m und  t'ßta = ta + tß + t lß+1 ergibt sich aus der Darstellung von e 
nach einem Vergleich der Koeffizienten von tXm und tr/. der folgende W iderspruch:
1 =  2  Z w  2 au =  0i= 1 j = 1 j= 1
i jAm ijA m
woraus 1 = 0  folgt, und somit folgt, daß A kein Linkseinselement hat. D aher ist 
der Durchschnitt
( i - g ^ n ( i - g i = o
für tXi A trjJ gewiß nicht modular in  A.
Die Mächtigkeit der modularen Rechtsideale der Gestalt (1 — tJA  ist entweder 
т { ш 2,  < ^ o )  oder Weiterhin ist die Mächtigkeit der Elemente des Ringes А  
entweder die endliche Zahl 2m" ( m l 2 , « s 2 ) ,  oder Ka.
D am it ist der Satz 1 bewiesen.
B rM i R K L N G  2. Es kann erwähnt werden, daß der im  Beweis des Satzes 1 
betrachtete Ring A für m =  2 und n = 2 dem durch die Matrizen
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 1 1 0
М г  = 0 0 1 0 0 ; M2 = 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 0 0 0 1
über dem Primkörper К  
Typs 5X 5  gelten dann:
2 erzeugten Ring isomorph ist. In diesem M atrixrin
' 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
II11< ; 0 0 1 0 0 ; M l = M l = 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1,
0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
Mx M2 = 0 1 1 1 0 ; M2M ,= 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
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0 1 0 1 0
0 1 0 1 0
0 1 0 1 0
0 1 0 1 0
0 1 0 1 0
My+M l
0 1 1 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 ; M2 + M j = 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0 0 0
D ieser Ring ist keine monomiale A lgebra im Sinne von 2é < / í  [4], und er ha t folgende 
M ultiplikationstabelle:
Ml y 2 Ml M l
M i Ml M t +  M2 +  M l M l M l
M2 M x+ M 2 +  M f Ml M l M l
Ml Ml M 1+M2+M j M l M l
Mj M l + M 2+ M f Ml Ml M l
Jetzt betrachten w ir einige hinreichende Bedingungen, aus denen folgt, daß 
der Durchschnitt zweier modularer Rechtsideale des Ringes A ebenfalls modular 
in A ist.
Es gilt der
S2» z  3. Gilt eine der folgenden Bedingungen in einem Ring A, so ist der Durch­
schnitt von beliebigen zwei modularen Rechtsidealen von A ebenfalls modular in A :
a) A hat ein Linkseinselement
b) Die Mengen Qa = [a + x  — ax; x£A] und Qb = [b + y — by;y^A] haben 
für jedes feste Paar der Elemente a, b von A einen nichtleeren Durchschnitt, wobei 
x, у  alle Elemente von A überlaufen.
E—5 = * = 5  4. W ichtige Unterfälle  sind, in welchen anstatt b) eine der folgenden 
Bedingungen erfüllt is t:
b j)  Es gilt a — h £ ( l  — a)A+{\ — b)A für jedes a ,b£A \
b 2) A ist ein Radikalring  im Sinne von J23 ä Á^ ä =  [1];
b 3) Für jedes a, b^  A gibt es Elemente qa£Qa, q„eQb mit qaqb = 4b4a\
b 4) A ist komm utativ ;
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b 5) G ilt qat„=qa für ein Element qa € Qa und für ein Element fadA, so gilt 
auch q,,ta = qb für ein Element qbf  Qh für jedes b£A; 
b 6) A h a t ein Rechtseinselement;
b 7) Es gilt a — abf(\ — ab)A für jedes Paar der Elemente a, bqA.
B / w / í ^  < / ^  S 2 » z / ^  3. Hat A ein Linkseinselement e, so ist wegen (1 — e)A = 
= 0QR  jedes Rechtsideal, und  somit jeder Durchschnitt von Rechtsidealen modular 
in A.
Haben nun die Mengen Qa und Qb für jedes Element а  £ A, b£A  einen nichtleeren 
Durchschnitt, und bestehen (1 — d)A Q Ra und  (1 — b)A c  Rh für die modularen 
Rechtsideale Ra und Rb von A, so erhält man qa =  <& € ß a П Qb- Daher gibt es Elemente 
x£A , у £A  m it
q = а + х - а х  =  b +  у -b y e  £?ЯП Qb,
woraus man
(1 -q )A  = ( l - d ) ( l - x ) A  = ( l - b ) ( l - y )A Q ( l -d )A C \( l -b )A Q R aC]Rb, 
also die M odularität von Ra П  Rh in A erhält.
B / w / í ^  < / —  E —5 ä = z * = 5  4.
b ,) G ilt a — b£(l — d)A +  (1 — b)A fü r jedes af A,  b£A , so gibt es Elemente 
x, у  g A m it
a — b = ( l - a ) (  — x) + ( l-b )y ,
woraus
qa = a + x - a x  =  b + y -b y  = qb^Qa^ Q b
folgt.
b 2) Is t A ein Radikalring im Sinne von Jacobson, so gilt (1 —ä)A = A fü r jedes 
a£A, und som it gilt auch die Bedingung Ь Д
b 3) G ibt es Elemente qa € Qa, qb € Qb mit qaqb = qb-qa für jedes a£A ,b£A , 
so gilt auch
qa +  qb- q aqb =  qb+qa~ qi,qa,
woraus wegen der Assoziativität der Verknüpfung x o y  = x+ y  — xy  offenbar 
folgt, daß Qa П Qb nicht leer ist.
b 4) Ist A kommutativ, so gilt die Bedingung b3) und  som it auch b). 
b 5) Bestehen gleichzeitig qa =  qata und qb =  qbta (ta 6 Ä), so erg ib t sich 
ta =  qa + ta-  qJa =  qb + ta- q bta = a + (x + ta- x t a) - a ( x  + ta- x t a) =
=  b + (y + ta—yta)—b(y + ta—yta) und  somit gilt die Bedingung b).
b6) Enthält A ein Rechtseinselement e, so gilt wegen qae = qa und  qhe = qb 
die Bedingung b 5) und som it auch b).
b 7) G ilt а — ab  £ (1 — ab)A für jedes Paar der Elemente a£A ,b£A , so gibt 
es ein Element c — ca<b£A m it a — ab = c — abc. D araus folgt c =  a — ab + abc. 
M it der Bezeichnung d=b — bc ergibt sich daher
c = a — ad.
Nun erhält m an einerseits a + d—ad£ Qa, andererseits b + c — bc(iQb, u nd  wegen 
der Identität
a + d — ad — a + {b — bc)—ad = b — bc + c 
auch a + b — bc — ad£Qar\ Qb, folglich die Gültigkeit der Bedingung b).
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Zum Schluß erwähnen wir einige offene F ragen :
P —ä Á9 / 4  1 . G ib t es einen R ing  A ohne die Bedingungen a) und  b), in dem der 
Durchschnitt zweier modularer Rechtsideale stets modular ist?
P —ä Á9 / 4  2. Is t der D urchschnitt zweier quasim odularer Rechtsideale in einem 
R ing stets quasim odular?
Da der in  der Bemerkung 2 betrachtete R ing A keinen von N ull verschiedenen 
Rechtsannihilator enthält, ist der Durchschnitt (1 +  Mt)A П  (1 +  M2)A ein quasi­
modulares (aber weder modulares noch maximales) Rechtsideal von A.
(Eingegangen am 4. März 1968.)
M TA  MATEMATIKAI K U TA TÓ  INTÉZETE ,
BUDAPEST , V ., REÁLTANODA  U . 1 3 -1 5
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